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P ih 川 sP 模式的斜压不稳定的非线性饱和问题

— 位涡拟能情形
`
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摘要 利用对应于 A r
on l

’

d 第二稳定性定理 的非线性稳定性判据
,

研 究了 P hi ill sP 模式的斜压 不

稳定的非线性饱和 问题
.

通过选择合适的人工稳定基流
,

得到 了扰动的波动部分位 涡拟能 的解析

或数值的上界估计
,

深化了 s he p he 记 的利用 A rn ol
’

d 第一稳定性定理的结果
.

分析表明
,

解析上

界估计提供了一个关于扰动的波动部分 的有效约束
,

同时讨论 了边界稳定 曲线附近饱和上界估计

的性质
.

关键词 P hil ilP
,

模式 斜压不稳定 非线性饱和 饱和上界估计

大气运动的不稳定的饱和 ( s at ur at ion )问题是一

个有意义的问题
.

所谓饱和问题
,

是指在基流不稳

定时
,

如何估计扰动的 能量与位 涡拟 能等的最 优

(最小 )的增长的上界
.

自从 s h e p h e r d [`
,

2 ]提 出了研

究正压和斜 压不稳定的非线性饱 和问题 的方 法之

后
,

许多学者在这方面做了进一步的研究工作 3[,
4〕

.

同时
,

ez gn 5[] 用不 同的方法研究 了线 性和 非线性

H au r w it z 波的饱和问题
.

然而
,

上面这些工作都是

利用对应于 A r
on l

’

d 第一稳定性定理的判据讨论的
.

近年来
,

M u
等〔6一 “ ]对大气和海洋动力学中的一些

重要模式建立 了对应于 A m ol
’

d 第二稳定性定理的

非线性稳定性判据
.

毫无疑问
,

在讨论不稳定 的饱

和间题时
,

如果同时考虑对应于 A r
on l

’

d 第一和第

二定理的判据
,

将会得到更优的结果
.

aP er t 等 9[]

同时利用对 应于 A m ol
’

d 第一和 第二定理的判据
,

用数值方法研究了三层 P hi n iP
s
模式的斜压不稳定

的非线性饱和问题
.

iX an g 等 [`” 〕也 同时利用对应于

A m ol
’

d 第一和第二定理 的判据研究 了平行切变流

的不稳定的非线性饱和 问题
.

上述 S h即h er d 的工

作川利用了对应于 A m ol
’

d 第一定理的稳定性判据

讨论 了经典的 P h i l li p s 模式 (即两 层 P h i ll i p s
模式

,

以下按正常 习惯称为 P ih ill p S 模式 )的斜压不稳定的

非线 性 饱 和 问题
.

由于 P ih ll币s
模 式 的对 应 于

A r
no l

’

d 第二定理的非线性稳定性判据包含了对应

于 A m ol
’

d 第一定理的非线性稳定性判据 s[]
,

因此
,

利用前者讨论 饱和 问题
,

结果会更 精确
.

但 由于

P hil iln
s
模式的对应于 A r

on l
’

d 第二定理的非线性稳

定性判据的复杂性
,

至今还没有以解析或解析为主

的方法研究 P ih ill p S 模式斜压不稳 定的非线性饱和

问题的工作
.

本文的 目的就是要研究这个问题
.

1 两层准地转模式的有关结果

为了后面讨论 的方便
,

这里对两层准地转模式

的对应于 A m ol
’

d 第二稳定性定理 的稳定性判据作

一简要概括
.

月平面上两层准地转流体的运动可用准地转位

涡守衡方程来描述
,

刁尸
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这里
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是第 i 层的位涡
,

电 是第 i 层的流函数
,
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,
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其他量具有通常的意 义
.
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平运动区域 。 是周期通道
: 一 7r < x < 7r ,

0 < y < l
,

边界条件为

性稳定
,

且关于 诚的位涡拟能 Z
’

( , )有如下的上界

估计

“ 。 `

]
。 d 于。中 ,

l
~

万一
~

l = U , 万一 l
月

二厂一 } O X 二 U
.

气乙 )

d x l , 一 0
.

, d t Z
二 d y }, 一 。

,

`

Z
’

( t ) (
[ ( E

’

) ` / 2 + ( E
’

+ *无1升 ) `/ 2〕
2

久k圣
( 5 )

设 ( 少、 (夕 )
,

Q
` (夕 ) )是 ( 1 )

,

( 2 )式 的定 常解
,

这里 少` (刃
,

Q
、 ( y )分别是流函数和位涡

.

假设存

在常数
a 和函数衅 (

·

)
,

使得

伞` (夕 ) + 卿 =
鲜 ( Q ` ) ( 3 )

定义扰动 (必` ,

q ` )
:

这里 k l
是 M 的最小正特征值

.

特别地
,

对 P hi ill p s 模式
,

假设旋转 F or ud
e
数

F l ,

F : 相 等
,

值为 F (相应 地
,

d , = d Z )
,

常数

sU = u l 一 u Z
为上下层的速度切变

,

则上 面的判据

具体为
:

下面 3 个判据中的任何一个都是基流非线

性稳定的充分条件

巾` = 伞` + 沪、 ,

P ` = Q , + q ` ,

其 中 。` 二 ? 2 沪` + ( 一 ) `
十 ` F ` (沪: 一 沪1 )为扰动位

涡
.

( a ) u 子=

( b ) u 子<

( 。 ) u 子>

斋
和 ` ’ > Z F ”

史
.

F Z ’

止 。
一

, 牛 H

户
“

假设存在正常数 C l ` ,

C Z` ,

使得 ( e l ) 几2 > 4 F 2
或 ( e Z ) 2 F 2 < 久“ < 4 F 2 ,

且 u 子<

0 < cl
` 、 一

筹
、 c iZ < ·

4 F 2召2

( 4 ) 几2 ( 4 F 2 一 几2 )

令 u卜
4 F 4 4

分解 (沪、
,

q ` )为两部分
:

沪` 二 沪厂十
诚

,

q 、 二 q广+

试
.

其中带
“ , ’ ,

的量 只与初始扰动有关
,

且可计

算出来
,

而 带
“

”
’

的量 为 剩余部分 (参 见 M u

等 [川附录 )
.

定义

“ ’ “ F ’ 一 “ ” 一

(青{
’

(
4 一

(音)
’

{
则 P ih ill p s 模式的稳定性特征如图 1 所示

.

llcU
飞ù2
, ..

粤g叭
z ; (

, ) 一 {
d i ,

百 q `
Z d x d y

,

z
’

( ` ) = z ; (
: ) + z玉(

: )
,

红
“ 1

{? `犷

d 1 F l (必了一 沪犷

.
2 + J Z

J甲 必犷l
’ +

) 2〕d x d夕
,

O

尸

l
即

一一
书

E

H = E
’
一
(E 0) 一

(A 0) 一

习 lC iZ 厂
, 2 1/ 2 2

久 / F

1一

K 一 d i a g (厄刁瓦 )
,

M = C 一 (几I 一 K T K )
一 1 ,

e = d ia g ( e l l ,

e , 2 )
,

一 1
T =

图 1 P ih ill p s 模式的非线性稳定性特征

区域 I 和 11 可能是非线性不稳定的
,

区 域 m 既是

iA on l
’

d 第一定理稳定也是 A n 犯 l
’
d 第二定理稳定的

,

区域 W仅是 A r n o l
’
d 第二定理稳定的

这里
,

d `
是垂直高度

,

扰动能量 E ( t) 的表达 式与

E
`

相同
,

但以 必
`
代替厂 ; Z 广是 ` 对应的位涡

拟能
,

人 = ( 7t l/ ) 2
,

A ( t) 的 表达式 见文献仁8]
.

那

么
,

非线性稳定性判据是

判据 如果基 流 (伞` (夕 )
,

Q 、 ( 夕 ) )满足 ( 3 )和

( 4 )式
,

矩阵 M 正定
,

那么 (巩 (夕 )
,

Q
、 (夕 ) )非线

2 叠加在不稳定基流之上的扰动的波动部分

位涡拟能的上界估计

在这一节里
,

我们研 究 P ih ill p s 模式 中纯的斜

压不稳定的非线性饱和问题
.

考虑流 ( 。 、 ,

尸、 )
,

i = 1
,

2
,

具有初始条件
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中i 0 “ 巾i 0 十 中泊
,

中 i0 二 一 U 召
.

C 12
选取为

lL,里
C这

这里
“ 一 ”

表示纬 向平均
,

区域 n 同上节一样
.

根

据上节的结果
,

当初始纬向平均流 (截
。 ,

只
。 )位于

区域 I 和 n 时
,

它可能是非线性不稳定的
.

下面

我们要导出任意时刻流的波动部分 斌
= 中` 一 蚕`

的

位涡拟能耘
·

的上界估计
.

e 1 1 一

六碳
…
,

C 1 2

若珠成
·

“ 0 ,

a
是任意充分负的数 (参见文献 f s〕 )

令
a
~ 一 co

,

则

2
.

1 区域 I 的情形

我们首先研究初始纬 向平均流 (截
。 ,

只
。 )位于

区域 I 的情形
:

而
`

/月> 1
.

这里 百
, = 亏 , 一 百

2
.

令

F珍
5

, = 1十 。 ,

其中
。 > o 是超临界数

.

仍然采用 S h e p h e r d 的思想
,

把 ( 中、 ,

尸、 )分解成

人工稳定基流 ( 空 ` (夕 )
,

Q ` (夕 ) )和扰动 (沪` ( x
,
夕

,

t )
,

g * ( x
,
少

,
t ) )

.

其 中 (巩 (夕 )
,

Q
, (夕 ) )位于区

域 111
,

选取如下
:

k l 一
月十 F U

一 C 2 1
.

( 1 1 )

由于

H 二 一 E ( 0 ) 一 A ( 0 ) 一 C 1 1 2 犷一 C 12 Z 了

一 万 ( o ) + e l ; z ; ( o )
+ e , 2 2是( o )

,

( 12 )

赞资

EE

伞定 “ 一 U J 十 入̀
,

F sU /月 = 1 一 古
.

注意到 E
’ ,

E (0 )和 z ; (0 )都 只与初始条件有关
,

人工稳定基流与
a
无关

,

令
a
~ 一 co

.

则 ( 8) 式简

化为

其中
,

u `
是常数

,

sU = U l 一 u Z ,

O < 占簇 1
,

占是

参数
、

入* 是积分常数
.

为了方便
,

令 入2 = 0
,

这不

影响最后结果
.

由于

岛
·

( Z ; (0 ) +

黔;黔“(” , 鱼 Z。
·

(` , ’

巾* 二 蚕* +
侧

二 伞、 + 沪` = 巩 + 厂 十
城

,

(6 )

利用初始条件可得

2 0 = a母 +
b

~

又一 十
J

( 14 )

其中 沪
、 = 沪广+

石是按文献〔8 ]中的方法分解的
,

因

此

这里

。 一 亚立全
,

。

()

= 2 T 2 +

二月2 。 2 23

6

石
= 蚕` 一 伞 , 一 厂 +

创 ( 7 ) 。 _ T l 一 T
,

产望尘
.

j

因为 币
` ,

伞` ,

沪厂都只与 y 有关
,

根据 正 交性 有

岛
,

( Z’ ( t)
.

结合 ( 5) 式
,

有

T * 一

f 粤仁:
2。汤

+ ( 一 1 ) `
· ` F ( 。玉

。 一 。 ;
。
) j

Z a 二 d夕
,

`

1
,

2

Z f 镇
〔( E

’

) ` / 2 + ( E
’

+ 几走I
H ) ’ / 2 〕

2

肤了
( 8 )

现在计算 ( 8) 式
.

先计算 M 的最小正特征值 k ,

对 p h i l li p s 模式 (参见文献 [ s ] )
,

且 z 。
与 几 , 无关

.

由于 2 0 含 有参数 占
,

我 们需 要寻 找 z 。
关于

以 0 < 占镇 1) 的极小值
.

容易证明
:

当

+ M
2 2 一 了( M

l , 一 M
2 2 ) , + 4 M圣

2

)

T Z <

群
, · 、

厂奈 (15)
M创

( 9 ) 时
,

Z 。
有极小值

中

k其

M i i = C l 、 几十 F

几(几 + Z F )
’ M 1 2

F

几(几 + ZF )

z 。 。 一 : 1 一 : 2 十

嚓 {
1 ·

卜
·

粉 )
` / 2

( 1 6 )



自叉并乎` 展 第 1 3 卷 第 1 期 2 0 03 年 1 月

注意到 z 。 在 占= 1 的值恰好是系统总的相对位涡拟

能

z
,

一 T
,
+ T , +

童二业二二立三
~

勺

这种情 形 s h即he dr 并没 有考虑川
.

为了方便
,

令

F瓦 /月= cU ( 1 + 。 )
,

其中
。 > 0 是超临界数

,

选择

一族人工稳定基流 ( 伞
,

(刃
,

Q
, (刃 )

,

满足

( 17 )

所以 oZ
m
簇 tZ

如果 中汤是无穷小扰动
,

即 T l
~ o

,

T Z
~ 0

,

则

oZ
m = 2二甲 2 23 3/

.

因此
,

当 。
~ 0 时

,

0Z
,
也趋于零

.

特别地
,

对 z = 1和 。
簇 1

,

s h叩he dr 也得到此结果
.

2
.

2 区域 l 的情形

现在我们研究 (截
。 ,

只
。
)位于 区域 n 的情形

,

即

d伞 、 F sU
, , , 刁 、 、

二
_

久
_ _

U ` 二 一 一下一
,

一百一 二 U
,

气1 一 d )
,

丫 乙 久 不万 久 乙
.

o y 户
“

厂

警
> uc,

嚣}兰一

拒 < ( 18 )

这里 U
,

是常数
,

sU = U l 一 U Z ,

0 < 占簇 1 是参数
.

分两种情形
:

( 1 ) 1 一 1 / cU ( 占簇 1

那么 。成 F sU /月< 1
.

因此
,

( 伞` ( y )
,

Q * ( y )) 位于

区域 m
,

像 2
.

1 节一样处理
,

所得扰动位涡拟能的

最优上界仍用 z 。 m
表示

.

图 2 a( ) 一 ( e )显示 Z om
,

乙随超临界数
。
的变

化情况 (对固定的 、 / F 和无穷小初始扰动 中:0)
.

Z

c()毓L旦厂日日卜卜卜专oo
9000807060504030201000(b)

ù403020Z ,

0Z
.

一叮
川厂下下

0
.

0 1 0
.

02 0
.

03

三卜一一

一一 L一一一上
~

. . _ l

0
.

10 0
.

15 0
.

2 0

203040搜蔽呢划

0
.

10 0
.

15

r
.

扣oo1000

(e丽
;Z

d)翩(Z

0
.

15 0
.

2 0

红 / 一

0
.

10 0
.

15 0
.

2 0

厂r卜卜卜卜日誉L卜---Iooloo如s0邓印5040302010
00

,嗜.尹一nUZ沪
.

\ì妇

一Z产一0

E
LJLJL.

二
J
匕lF口r
JL

杯ooXl()卯s0为印,叨加加10
00

搜藉呢划

图 2 2 。 。 ,
2 . 和 tZ 对超临界数 。 的依赖关系

0Z
二 ,

z , 分别是扰动位涡拟能的解析和数值上界估计
,

z
`

为总的相对位涡拟能
.

有关参数为
:

d l = 1
,

l = 1
,

月= 10
,

巾;
。和 ` 。为无穷小扰动

.

( a ) * / r = 1
.

42 ( F 、 6
.

95 ) ; ( b ) * / F 一 1
.

4 5 ( F 、 6
.

5 1 ) ; (
C

) * / F 一 1
.

4 5 ( F 、 6
.

6 7 ) ;

( d )人 / F = 1 5 3 ( F 、 6
.

4 5 ) ; ( e )久/ F = 1
.

6 ( F 、 6
.

1 7 )

( 2 ) 0 ( 占( 1 一 1 / cU

那么

即 ( 少 , ( y )
,

Q ` ( y ” 位于区域 W的阴影部分
.

这时

有

` <

臀
< cu, 涯 <

音
< 2

·

( 1 9, “
,

镇 口五
`

) ` / , + ( E
`

+ 几* I H )“ 2

〕
2

肤圣
一 2 0

( 2 0 )
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由于( 少 , ( y )
,

Q , ( y )) 位于区域 W
,

常数
a 属于有

限区间
,

我们不能通过令
a
~ 一 co 来简化上式

,

由

于 z 。
表达式的复杂性

,

我 们只能用数值方法关于
a ,

占求 Z 。
的极小值 (用 Z 、 表示 )

,

对无穷小初始扰动 中几
,

z 二 1
,

月= 10
,

和固定

的 久/ F
,

我们对
。 = i x 10

一 “ ,

l x i o
一 5 ,

i x xo
一 4 ,

1 x 1 0
一 3 ,

5 火 1 0
一 3 ,

1 x 1 0
一 2 ,

0
.

0 2
,

0
.

0 3
,

…
,

0
.

3

分别求 z 。
的极 小值

.

而 对 F 取值如下
:

对 F 二

1
.

4 2
,

1
.

4 5
,

1
.

4 8
,

1
.

5
,

1
.

5 3
,

1
.

5 7
,

1
.

6
,

1
.

7
,

1
.

8
,

1
.

9
.

结果如图 2 ( a) 一 ( e )所示
.

从图上可以看

出
,

z , 的结果并不好
.

在所有的情形
,

nZ
。
都大于

解析上界估计 z om ; 对 入/ F 二 1
.

42
,

1
.

45
,

…
,

1
.

6,

都有一个小区间
,

在其 中
,

nZ
m 小于总的相对位涡

拟能 z ,
.

当 入/ F 在 1
.

53 附近时
,

这个区间接近最

大
,

大致是 0 < 。 < 0
.

0 12 5 ; 当 久 / F 趋向于 1
.

42

时
,

这个区间有变小的趋势
,

且 Z , 趋向于 Z o m (当

。
趋向于 0 时 ) ; 当 几 / F 趋 向于 1

.

6 时
,

这个 区间

也变小
,

但 nZ
,
趋向于 z ,

.

(截
。 ,

只
。
)位于区域 11

,

那 么
,

即使 中汤是无穷小

的
,

当 。
~ 0 时

,

z 、 和 nZ
。
也不趋于零

.

前者可用

和 P ar et 等 [ 9 }一样的方法解释
,

后者可以解释如下
:

如果选择 人工 稳定 基流 平 ` 在 区域 111
,

那 么即使
。
~ 0

,

相对 少`
的扰动 沪

、
也是一个有限振幅的扰动

,

这决定了当
。
~ o 时

,

oZ
m
并不趋于零 ; 如果人工稳

定基流 伞、 在 区域 W的 阴影部分
,

那 么
,

当 。
~ 0

时
,

扰动 必、
是无穷小的

.

因此
,

仁( E
’

) ` / 2 + ( E
’

+ 入乏 , H )` / 2 ]
2 一 ( 。 + a ) 2

,

(当 。
一。

,

占~ o )
,

而 “ 一 占2 ,

所以
,

z
。 , 一 。 ( 1 )

致谢 周则明博士提供 了数值计算上的帮助
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3 结论和讨论

利用 A r
on l

’

d 第二 稳定性定理
,

本文研究 了

P hi ill p s 模式的斜压不稳定的非线性饱和问题
,

得到

了扰动的波动部分的位涡拟能的上界估计
.

对于区

域 11 来说
,

解析结果比数值结果好
.

从前面的过程可以看出
,

常数
a
在讨论 中起着

关键的作用
.

选择
。
相当于在 x 方 向考虑 G ial leo 不

变性
.

而如何选择
a 则取决于基流本身的性质

.

上

述结果表明
,

虽然条件 ( b) 和 ( c )都是基流非线性稳

定的充分条件
,

但它们可能在本质上还是有差别
.

这种差别有待于进一步研究
.

在不稳定的非线性饱和问题的研究中
,

边缘稳

定曲线附近饱和上界的性质是一个令人感兴趣的问

题
.

从 第 2 节 可 知
,

如 果 初 始 纬 向平 均 流

(截
。 ,

只
。
)位于区域 I

,

那么
,

对无穷小初始扰动

中汤
,

当 。
~ o 时

,

饱和 上界 oZ
m
也 趋于零 ; 如 果

1 S h
e ph e r d T G

.

N o n l i n e
a r

sa t u ar t io n o f ba ocr l i n i
e i n s t a b i l i t y

.

P a rt I
:

T h e t

wo
一

l a y e r rn ( x l e l
.

J A tm os cS i
,

1 9 88 a , 4 5
:
20 14

2 S he p h e r d T G
.

R ig o
or

u s

ob
u n d s o n t h e n

on li n e
a r s a t u r a t ion

o f i n s t a
-

b i l i t ies t o pare lle l s h e a r fl o w s
.

J F lu id M e e h
,

1 9 8 8 b
,

1 9 6
:
2 9 1

3 Z h u X
, e t a l

.

N on 1i n e a r
as t u ar t i o n o f ab

r

oc l i n i e i n s t a b i li t y i n t w o
-

la y e r

om de l s
.

J iA m o s S e i , 19 9 2
,

4 9
:

19 6 1

4 M
u M

, e t a l
.

O n n o n li n e a r s y mm
e t r i e s t a b i l i t y a n d t h e n o n l i n e a r s a t

-

u ar t i o n o f s ym m e t r i e i n s t a b i l i t y
.

J A t

oms cS i , 1 9 9 6
,

5 3
:
2 9 18

5 Z e n g Q C
,

V
a r i a t i o n a l p r i n e ip l e o f i n s t a b i l i t y o f a t

mo
s ph e r i e mo

-

t i o n s
.

A d y

iA mo
s S e i ,

19 8 9
,

6
: 1 3 7

6 M u M N o n l i n e a r s t a bi l i t y e r i t e r i a fo
r

mo
t ion

s o f m u l t i l a y e r q u a s i
-

g 创〕 s t r o p h i e f l o w
.

cS i e

nce
i n Ch in a ,

eS
r B

,

19 9 1
,

34
:
1 5 1 6

7 M u M
, e t a l

.

N o n l i n ae
r s t a b i l i t y o f E a d y

’ s m od
e l

.

J A t

om
s
s
e i

,

1 9 94
,

5 1
:
34 2 7

8 M u M
, e t a l

,

N on l i n e a r s t a b i l i t y o f m u l t i l a y e r q u a s ig
eos

t
or ph i e

fl o w
.

J F lu id M
e e h

,

1 99 4
,

2 6 4
:

1 6 5

9 P a re t J
, e t al

.

N o n li n e a r s a t u r a t i o n o f b a or c1 i n i c i n s t ab i l i t y i n a

t h r e e
一

l a y e r m ( ) d e l
.

J A t m os S e i . 19 9 6
,

53 : 2 9 0 5

10 X i a n g J
, e t a l

.

S a t u r a t i o n o f n o n li n e a r i n s t a b i li t y o f p a ar lle l s h e a r

fl o w
.

P r o g r e s s i n N a t u r a l S e i e n e e ,

19 9 7
,

7
:
2 3 9

1 1 M
u
M

, e t a l O n t h e e vo lu t i o n o f f i n i t e a m P l i t u d e d i s t u
r
b
a n e e s t o

t h e b a
or

t r o p i e a n d b a r o e li n i e q u a s ig oe s t
or P h i e f lo w s

.

A d y A t

om
s

S e i
,

19 9 8
,

5
:

1 13


